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ZADANIE 1. Niech A bȩdzie pewna̧ przestrzenia̧ liniowa̧ funkcji rzeczywistych na
przestrzeni X. Udowdnij, że A wraz z każda̧ funkcja̧ f zawiera jej modu l |f | wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest zamkniȩta na operacje kratowe f ∨ g i f ∧ g oznaczaja̧ce
maksimum i minimum funkcji.

ZADANIE 2. Niech T oznacza operator liniowy cia̧g ly z CB(X) w CB(Y ), gdzie
X i Y sa̧ przestrzeniami topologicznymi, a CB(X) oznacza przestrzeń wszyst-
kich funkcji rzeczywistych cia̧g lych i ograniczonych na X (CB(Y ) – analogicznie).
Udowodnij, że jeśli T przeprowadza funkcjȩ stale równa̧ 1 (na X) na funkcjȩ
stale równa̧ 1 (na Y ) i jest multyplikatywny (tzn. zachowuje iloczyny: T (fg) =
T (f)T (g)), to T zachowuje operacje kratowe oraz modu l. Wykaż, że wtedy operator
jest nieujemny (tzn. f ≥ 0 =⇒ T (f) ≥ 0).

ZADANIE 3. Niech (X,A, µ) i (Y,B, ν) bȩda̧ przestrzeniami miarowymi. Niech T

oznacza operator liniowy ograniczony z przestrzeni L1(µ) w L1(ν), który zachowuje
funkcjȩ stale równa̧ jeden. Udowodnij, że nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:
(a) T zachowuje operacje kratowe.
(b) T zachowuje modu l.
(c) T przeprowadza funkcje charakterystyczne zbiorów na funkcje charakterystyczne
zbiorów (czyli na funkcje przyjmuja̧ce ν-prawie wszȩdzie tylko dwie wartości 0 i
1). Sprawdź, że wtedy zachowywane sa̧ dzia lania na zbiorach (suma, przekrój,
dope lnienie).
(c) T jest multyplikatywny (z dok ladnościa̧ do miary ν).
(d) T jest postaci T (f) = f ◦ π, gdzie π : Y → X jest transformacja̧ mierzalna̧.
(ostatnie zrobić przy za lożeniu, że X jest odcinkiem z miara̧ Lebesgue’a).
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